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R

esum

e :
Il est bien onnu que l'approximation des

equations aux d

eriv

ees partielles sous ontraintes n

e

essite
la prise en ompte d'une ondition Inf-Sup. C'est le moyen math

ematique, introduit dans [6, 7℄, pour
assurer la ompatibilit

e entre l'EDP et la ontrainte. Quand elle-i est assur

ee par l'Introdution d'un
multipliateur de Lagrange alors la ondition Inf-Sup assure l'uniit

e de e dernier. Le hoix de la
m

ethode d'approximation inue de mani

ere signiative sur elui des espaes d'approximation ompa-
tibles ainsi que sur le omportement de la ondtion Inf-Sup disr

ete. Dans le adre de ette ontribution,
nous ferons le point sur ette question dans le as d'une approximation parm

ethodes spetrales. Comme
exemples d'EDP, nous allons onsid

erer deux as :i) les

equations de Dary et ii) les

equations de Stokes
Abstrat :
It is well known that the approximation of partial dierential equations under onstraint needs to take
are on how to satisfy Inf-Sup ondition. It is the mathematial tool, introdued in [6, 7℄, to ensure the
ompatibility between EDP and the onstraint. When the onstraint equation is satised by the intro-
dution of a Lagrange multiplier then the Ind-Sup ondition ensures the uniqueness of the latter. The
hoie of the approximation method has a signiant inuene on the hoie of ompatible approxima-
tion spaes and on the behavior of the disrete Inf-Sup ondition. As part of this ontribution, we will
onsider this issue in the ase of an approximation by spetral methods. As examples of PDEs, We will
onsider two : i) the equations of Dary and ii) Stokes problem
Mots lefs : m

ethodes spetrales, ondition Inf-Sup,modes parasites, onver-
gene spetrale
1 Introdution
La nature de ertains problemes physiques neessitent une grande preision sur les solutions numeriques
issues des simulations. Pour ela les methodes spetrales et des elements spetraux onstituent le bon
hoix. Ces methodes sont onnues pour leur preision dans l'approximation des equations aux derivees
partielles, en e sens que la vitesse de onvergene n'est limitee que par la regularite des solutions re-
herhees. De plus en plus, il leur est reonnu dans la ommunaute sientique une grande apaite a
simuler de faon direte et a un o^ut raisonnable des eoulements omplexes en 3 dimensions. L'em-
ploi des tehniques de deomposition de domaines alliees aux methodes spetrales a permis de traiter
des domaines generaux ou enore a geometrie instationnaire. L'existene d'algorithmes performants
de resolution (sur des mahines sequentielles et/ou a arhiteture parallele) des equations algebriques
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nales issues d'une disretisation de type elements spetraux a ontribue a susiter un veritable engoue-
ment pour es methodes, tant dans le domaine de la reherhe que des appliations.
Pour l'introdution aux methodes spetrales plusieurs ouvrages sont disponibles. Le leteur pourra
onsulter par exemple [4, 9, 10, 11℄
La suite de e doument est dediee a l'approximationdes equations aux derivees partielles sous ontraintes.
On s'interessera aux as des equation de Dary [8℄ et ensuite elle de Stokes. Nous rappelons pour
haque as le hoix des espaes assurant une ondition Inf-Sup disrete et don l'uniite des solutions
numeriques.
2 M

ethodes spetrales pour le probl

eme de Dary
On s'interesse ii au systeme d'equations aux derivees partielles
u+rp = f dans 
; (1)
div u = 0 dans 
; (2)
u  n = 0 sur 
: (3)
dans un ouvert borne bi- ou tridimensionnel 
. La donnee est une fontion f , les inonnues sont la
vitesse u et la pression p. On impose en outre a la vitesse d'avoir une omposante normale nulle sur la
frontiere 
 du domaine.
Usuellement le probleme Dary est transforme en deux equations. Une premiere portant sur la pres-
sion :
p = r:f dans 
 (4)
p
n
= f :n sur
 (5)
et une seonde sur la vitesse :
u = f  rp:
Cette faon de deoupler la vitesse et la pression a l'inonvenient d'une part de faire appara^tre une
ondition aux limites sur la pression, ondition qui n'existe pas dans le probleme de depart, et d'autre
part de fournir une vitesse numerique a divergene non nulle, mais plut^ot "tendant vers zero". Pour
remedier a e defaut, inherent a ette methode, nous avons propose dans [2℄ (voir doument joint) et [3℄
(voir doument joint) une nouvelle tehnique permettant de repondre a es exigenes dans le as d'un
seul domaine [2℄ et en multidomaine [3℄.
La methode presentee dans [2℄ utilise des elements mixtes pour la vitesse et la pression. Elles sont
deouplees en onstruisant un operateur du type Uzawa [5℄ sur la pression, e qui n'introduit pas de
onditions aux limites sur ette derniere. Dans ette m^eme referene on justie mathematiquement et
numeriquement que la vitesse obtenue est a divergene nulle sur tout le domaine frontiere omprise.
Cette methode est omparee ave d'autres approhes e qui a permis de prouver son eÆaite. Une
resolution direte est utilisee pour l'inversion de l'operateur d'Uzawa dont la matrie est symetrique et
aussi mal onditionnee que elle d'un \Laplaien". L'inonvenient de ette methode est la non uniite
de la pression obtenue numeriquement. En eet elle-i est obtenue modulo 4 modes en dimension 2 et
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8 en dimension 3. Son ltrage se fait naturellement et sans auune diÆulte.
Si dans le as d'un seul element la presene des modes parasites ne pose pas de probleme ar on les
onna^t et on sait les ltrer, dans le as de plusieurs elements eux-i peuvent ^etre diÆiles a identier
et a ltrer au moins systematiquement et don deviennent g^enants. Dans le but d'erire un ode multi-
domaines, nous avons propose dans [3℄ une methode d'approximation spetrale pour les equations de
Dary basee sur la notion de grilles dealees. Cette methode sans modes parasites est aussi optimale que
elle presentee pour le as mono-domaine [2℄. Cette methode utilise pour la pression un espae polyno-
mial de degre inferieur d'une unite a elui de la vitesse, tout en fournissant une vitesse a divergene nulle
sur tout le domaine frontiere omprise. L'operateur d'Uzawa a les m^emes proprietes que elles enonees
pour le premier hoix. Une omparaison de ette methode ave une resolution du type Poisson{Neumann
est eetuee et a montre un avantage au prot des grilles dealees. Dans ette m^eme referene on utilise
e solveur an d'ameliorer l'algorithme de Karniadakis [12℄ et e en annulant, a haque pas de temps, la
divergene de la vitesse issue de l'etape diusion. Les experimentations numeriques montrent un gain
dans la preision temporelle.
3 Probl

eme de Stokes
Il est bien onnu que mis a part le traitement du terme non lineaire, la prinipale diÆulte pour
resoudre numeriquement les equations de Naviers-Stokes reside dans l'etape de Stokes.
 u+rp = f dans 
; (6)
div u = 0 dans 
; (7)
u = 0 sur 
: (8)
Plus exatement dans la determination d'un hamp de pression assurant une vitesse a divergene nulle.
Comment deoupler la vitesse et la pression sans degrader les proprietes de stabilite et de preision du
shema hoisi au depart pour disretiser les equations de Navier-Stokes?. Historiquement, la premiere
idee a ete proposee par Uzawa [5℄ et plus tard adaptee pour une approximation par methodes spetrales.
Durant les annees 80, plusieurs travaux onernant ette question ont ete realises, on renvoie a [9℄ pour
la desription de quelques une d'entre elles. On retient de es experienes que le hoix naturel onsistant
a prendre le m^eme degre polynomial pour representer la vitesse et la pression (dit (P
N
; P
N
) onduit a
la presene de modes parasites. Ces modes appartiennent a l'espae vetoriel de dimension ni suivant
Z
N
=
n
q
N
2 P
N
(
); b
N
(q
N
;v
N
) = 0;8v
N
2 (P
0
N
(
))
d
o
ou P
N
designe les polyn^omes de degre inferieur ou egal a N et b
N
est la forme bilineaire denie par
b
N
(q
N
;v
N
) =  (q
N
;div v
N
)
N
. Pour e hoix on demontre (voir [9℄) que la dimension de Z
N
est
7 pour d = 2 et 12N + 3 pour d = 3. Pour eviter es modes parasites et orir une appoximation
stable, Maday et Patera ont introduit dans [13℄ la methode dite (P
N
; P
N 2
), qui onsiste a prendre pour
la pression un espae polynomial de degre inferieur de deux unites par rapport a elui de la vitesse,
permet de resoudre le probleme de Stokes. Ce hoix fournit un operateur d'Uzawa : div
 1
grad
symetrique et deni positif, ave un nombre de ondition en O(N), voir m^eme en O(N
1=2
) dans son
omportement pre{asymptotique [1℄,[14℄. Toutes les onlusions s'aordent sur le fait que si ette
demarhe est utilisable ave sues dans le as stationnaire, elle reste inexploitable, a ause de son
aratere partiulierement o^uteux, lorsque des eoulements omplexes instationnaires sont simules.
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